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Una questione elementare

Ci sono alcune questioni elementari che non sono molto note. Ad
esempio siano 7 = (a,b,c) e T' = (&, b/, ') due triangoli di lati
rispettivamente a,b,c e &,b',c’. SeT e 7' sono similie aé
congruo ad & e b & congruo a b’ allora possiamo concludere che i
triangoli 7 e 7’ sono congrui? Equivalentemente possiamo formulare
questo quesito come segue:

“Due triangoli che hanno 5 elementi congruenti sono necessariamente
congruenti?”
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Esempi di coppie di triangoli quasi congruenti

Come mostrano i seguenti esempi la risposta & negativa.

Figura: Esempi di triangoli quasi congruenti

Coppie di triangoli di questo tipo si dicono quasi congruenti, e sono
state oggetto di vari studi (vedi ad esempio [2] [5] and [6]).
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Triangoli quasi congruenti e progressioni geometriche

Siano u e r numeri reali positivi. Una successione numerica del tipo
ur,ur?,urd, ... ur" si chiama progressione geometrica di ragione r.

Siosservichese 7 = (a,b,c)e 7' = (&, b, c’) sono quasi congruenti,J

allora i loro lati sono in progressione geometrica.

Nel primo esempio precedente, valutando i rapporti dei lati abbiamo
18:12=12:8¢e 27 : 18 = 18 : 12 questi rapporti valgono tutti 3/2.
Posto r = 3/2 e u = 16/3 abbiamo la misura dei lati
8=u-r=16/3-3/2,

12=u-r>=16/3-9/4,

18=u-r’=16/3-27/8,

27 =u-r*=16/3-81/16.
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Triangoli continui

Assegnato un triangolo 7, possiamo affermare che esiste un triangolo
T’ tale che T e T siano quasi congruenti? J

Nella maggior parte dei casi la risposta € negativa: essa dipende dalla
scelta del triangolo 7!

Un triangolo per cui il quesito precedente ha risposta positiva lo
diremo triangolo continuo (vedi [6]).

Chiaramente se un triangolo 7 & continuo, ogni altro triangolo 7’ che
sia quasi congruente a 7 sara anch’esso continuo; in particolare sara
similea 7.
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Triangoli di Keplero

Una notevole classe di esempi di triangoli continui é fornita dalla
classe dei Triangoli retti Aurei (Golden right triangles) anche detti
Triangoli di Keplero . Essi sono definiti come quei triangoli in cui la
lunghezza dei lati soddisfa la seguente proporzione:

Ipotenusa : cateto maggiore = cateto maggiore : cateto minore.

Figura: Esempi di Triangoli di Keplero
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Triangoli ‘vicini’ a quelli di Keplero

Figura: 1) Misure approssimate della piramide di Giza; 2) Terra-Luna-¢
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| triangoli di Keplero e la Spira solaris
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Figura: La Spira solaris p = &%/ punto iniziale (1,0).
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Caratterizzazione dei triangoli continui

Poiché i triangoli di Keplero descrivono la Spira solaris, ci si chiede se
altri triangoli possono essere utilizzati per descrivere altre spirali
logaritmiche. Chiaramente i candidati piu idonei sono i triangoli
continui. A tal scopo € opportuno richiamare alcune loro proprieta
(vedi [5] Teorema 1, e [6] page 22 ):

Sia T = (a, b, ¢) un triangolo. Se T é continuo, allora i lati a, b, c sono
in progressione geometrica di ragione appartenente a (1/¢,®) \ {1}.
Viceversa per ogni progressione geometrica ur, ur?, ur®, dove u & un
numero reale positivo e la “ragione” r giace in (1/®,®)\ {1}, il
triangolo (ur, ur?, ur®) é continuo.
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Osservazioni sui triangoli continui

1) Si verifica facilmente che se r € (1/®,1//®) U (v, ®) i triangoli
corrispondenti sono ottusi; e se r € (1/V/®, V) \ {1} i triangoli
corrispondenti sono acuti. Inoltre se r & esattamente /& (oppure
1/+/®) abbiamo che (ur, ur?, ur®) definisce un triangolo di Keplero, per
ogni positivo u.

v

2) Se 1 #re (1/9,9), allora per ogni intero n possiamo considerare il
triangolo continuo 7, = (r", r™*1, r"+2). La scrittura “T,, < 7" indica
che l'area di 7, & minore dell’area di 7p,.
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Catene di triangoli continui

Chiaramente per ogni r € (1/®, ®) gli insiemi di triangoli continui
{%}nEZ — {(rn7 rn+1 7 rn+2)}n€Z e

{T"n}nez = {((3)" (1), (3)"2)} ez coincidono.

D’altra parte € opportuno osservare che queste due catene di triangoli
continui presentano un comportamento “duale”:

se 1 < r, allora la catena (7,) € ascendente, mentre (7',) €
discendente;

se r < 1, allora la catena (7,) & discendente, mentre (7',) &
ascendente.

per questo motivo & possibile restringere lo studio di queste catene al
caso in cui r € (1, ®), e quindi considereremo la catena ascendente di
triangoli (7).
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1, Le (r,k)-Spirali discrete

Sia r € (1, ®), Per ogni intero n poniamo Ap. 1, Ani2, Ani3, cOme vertici
di7T,: Tn= (fn, I’n+1,l’n+2) = (An+1,An+2,An+3).

Inoltre, fissato un intero positivo k possiamo considerare la
(sotto)catena {7y }nez. Partendo da 7o = (1,r', r?) = (A4, Az, As),
possiamo considerare i triangoli Tx = (rk, rk+ r"+2) (A3, Ay, As) ©
Tk = (r %, r=k+1 r=k+2) = (A4, Ay, A_¢). Utilizzando la loro
similitudlne, possiamo effettuare la seguente costruzione (vedi figura
2):

Figura: La costruzione della (r, k)-spirale discretizzata
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2, Le (r,k)-Spirali discrete

lterando questa costruzione otteniamo una poligonale a forma di
spirale, P, x, che chiameremo (r, k)-spirale discretizzata.

Figura: Il polo di una (r, k)-spirale discretizzata

Per questa Spirale sussiste il seguente risultato (vedi [1, Lemma 3.1]):
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3, Le (r,k)-Spirali discrete

Lemma
Siar € (1,9) e k un intero positivo. Sia P, x la (r, k)-spirale
discretizzata. Allora tutti i vertici Ao, con indice pari sono allineati su
una retta s. In particolare, posto P l'intersezione tra s e la retta
contenente tutti i vertici dispari Azny1, risulta che ogni Ay_4, giace a
destra di P e ogni As_4, giace a sinistra di P, per ogni intero n. Inoltre
L 0 r2+k
@) [AsP| = |As_anBs_a(nin) =
= r<+1
- o0 r2
() [A1P| = A1 _anA1_agnin) =
= r<+1
. oS \/r2k + rk — rk+4 + rk+2 + re
(©) |A2P| = ngo |A2_anAo_a(ni1)| = 1) ;
co 2k k _ pk+4 k+2 2
@ [AoP| = [arAaguy = Yot P4 24 12
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controesempio

Chiaramente, possiamo tentare di costruire una “spirale discretizzara”
a partire da un qualunque triangolo. Ma in generale il risultato

precedente non vale (see figure 7).

Figura: Costruzione con una catena di triangoli non continui
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Le spirali logaritmiche

Una spirale logaritmica € una curva piana la cui equazione in
coordinate polari (p, 0) & p = te("_ |l termine h & un numero positivo
chiamato costante di crescita della spirale , e t € la costante della
spirale che dipende dalla scelta della condizione iniziale § = 0.
Rileviamo che l'incremento di 6 € inteso in senso antiorario. Una
rappresentazione cartesiana di una spirale logaritmica € la seguente:

) {x(@) = p(0)cos(9) = tel") cos(h)

y(8) = p(9)sin(9) = tel") sen(h),

La distanza dall’origine (Polo della spirale) del punto (x(8), y(¢))
cresce esponenzialmente al crescere di 6.

G.Vincenzi (Universita di Salerno) Triangoli continui e Spirali logaritmiche 31 Ottobre, 2015 16/25



Spirali logaritmiche Famose

La piu celebre tra le spirali logaritmiche & la spirale d’oro (Golden
Spiral) la cui equazione &

p = e/mM®)0 — $29/7  con punto iniziale (1,0).

= B
_B
L (p ]

Figura: A sinistra Spira solaris (linea rossa tratteggiata), e la Spirale d’oro
(linea color oro); a destra la Spirale d’oro e Qulla di Fibonacci

/1:{)4
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Spirali logaritmiche

Notiamo che la costante di crescita & (2/7)Ig(®). Inoltre, per 8 =0
abbiamo p = 1, per § = 7/2 abbiamo p = . In generale si vede
facilmente che la spirale d’oro si allontana dall’origine di un fattore ®
per ogni quarto di giro (in senso antiorario); pertanto

“ d* " da la misura del fattore di crescita di questa spirale dopo un giro
completo ottono all’origine.

In generale se S & una spirale di equazione p = te(!/m19(*)0 — grké/x
dove t dipende dal punto iniziale (p(0),0), il suo fattore di crescita
rek.

Un’ altra celebre spirale logaritmica € la Spirale di Fidia (Pheidia
Spiral), la cui equazione é:

p = el1/2m18(®)0 — ¢b/2% — Con punto iniziale (1,0).

Notiamo che la Pheidia Spirals, Spira Solaris, and Golden Spiral
hanno rispettivamente le seguenti “crescite": ®, ®2, ¢*.
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Discretizzazione delle spirali logaritmiche

Quello che si puo provare € che ogni (r, k)-spirale discretizzata
connessa ad una coppia di spirali logaritmiche
S1 = S1(r, k) e S = Sa(r, k). Precisamente (vedi [1, Teorema 4.1])

Theorem

Siar € (1,®), e k un intero positivo. Allora tutti i vertici Ay_o, (indiciati
da numeri dispari) della (r, k)-spirale discretizzata P, x, giacciono su
una spirale logaritmica Sy di crescita r?* e con punto iniziale

A= (rk +1 ,0), e tutti i vertici “pari” giacciono su una spirale logaritmica
S, con lo stesso fattore di crescita r?* e con un opportuno punto
iniziale H dipendente da r e da k.

G.Vincenzi (Universita di Salerno) Triangoli continui e Spirali logaritmiche 31 Ottobre, 2015 19/25



Descrizione delle spirali logaritmiche con triangoli
continui

Figura: Spirali logaritmiche associate ad una (r, k)-spirale discretizzata
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Spirali ellittiche logaritmiche

Figura: Elliptic logarithmic spiral approximately through all vertices of an
assigned (1.35, 2)-male spiral
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